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Abstract 

Recall Jones-Schmidt theorem that an ergodic measured équivalence relation 
is strongly ergodic if and only if it has no nontrivial amenable quotient. We 
give two new characterizations of strong ergodicity, in ternis of metric-measured 
spaces. The first one identifies strong ergodicity with the concentration property 
as defined, in this (foliation) setting, by Gromov [22]. The second one character- 
ize the existence of nontrivial amenable quotients in terms of "F0lner séquences" 
in graphings naturally associated to (the leaf space of) the équivalence relation. 

We also présent a formalization of the concept of quasi-periodicity, based on 
(noncommutative) measure theory. The "singular measured spaces" appearing 
in the title refer to the leaf spaces of measured équivalence relations. 
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1. Introduction 



L'importance fondamentale des structures transverses de feuilletages a été mise en 
avant au milieu des années 1950 par les travaux d'André Haefliger (|^ par exemple, 
voir l'exposé historique ^|). Ces structures, définies sur les variétés transverses et in- 
variantes par holonomie, reflètent des propriétés de V espace des feuilles du feuilletage 
considéré. 

Il est bien connu que l'espace des feuilles en lui-même est, le plus souvent, « sin- 
gulier ». Ainsi en est-il des exemples les plus simples, dont les feuilletages linéaires 
du tore R^/Z^ de dimension 2, par droites de pente irrationnelle (feuilletages de Kro- 
necker). Néanmoins, une analyse non triviale de ces espaces reste possible. Elle a été 
initiée à la fin des années 1970 par A. Connes dans 7J. De façon générale, le concept 
d'espace singulier traduit l'existence sur de nombreux espaces quotients a priori non 
standard, en particulier sur l'espace des feuilles d'un feuilletage ou d'une lamination, 
de structures canoniques non triviales et intrinsèques. Ces structures, de même que 
pour les espaces classiques, peuvent être de natures diverses, e.g. mesurée, topologique, 
différentielle, métrique. 

Cette étude concerne la théorie de la mesure des espaces singuliers. Elle est divisée 
en deux parties. La première partie (le présent article) traite de la notion (ï ergodicité 
forte, en relation avec les structures métriques-mesurées naturellement associées aux 
espaces singuliers. La seconde partie [SZ| traite de la propriété T de Kazhdan pour les 
espaces mesurés singuliers. 



Les relations d'équivalence interviennent par nature même dans l'étude des espaces 
quotients. Elles en constituent, par définition, des désingularisations. Désingulariser un 
espace singulier en un espace usuel a pour avantage immédiat d'en permettre l'étude 
à l'aide d'outils mathématiques standard. D'une certaine mesure, ce point de vue rap- 
proche les espaces singuliers des variétés : une désingularisation est l'analogue d'une 
carte en géométrie différentielle, son rôle est de (sur) paramétrer convenablement l'es- 
pace quotient. Une structure singulière sur un ensemble consiste, ainsi, en la donnée 
d'un « système de désingularisations compatibles » de cet ensemble. La théorie de 
la mesure des espaces singuliers repose alors sur la notion de relation d'équivalence 
mesurée, fondée dans |14j . 

Soit X un espace borélien standard. Une relation d'équivalence à classes dénom- 
brables sur X est borélienne si son graphe i? C X x X est réunion d'une famille 
dénombrable d'isomorphismes partiels boréliens de X. Lorsque X est muni d'une 
mesure de probabilité sans atome n et que ces isomorphismes partiels préservent la 
classe de fi, on dit que R est une relation d'équivalence mesurée (cf. ^T^. Par exem- 
ple, une action a d'un groupe dénombrable par automorphismes boréliens de (X, yu) 
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définit une relation d'équivalence borélienne sur X (la partition en orbites), et cette 
relation est mesurée si fi est quasi-invariante par a. Plusieurs travaux importants de 
différents auteurs, notamment Adams, Furman, Gaboriau, Hjorth, Kechris, Monod, 
Popa, Shalom, ont récemment contribué à un développement significatif de la théorie. 

Deux relations d'équivalence mesurées -Ri sur (Xi,yUi) et R2 sur {X2, fi2) désingu- 
larisent un même espace mesuré singulier si et seulement si elles sont stablement iso- 
morphes, au sens 011 il existe un isomorphisme borélien non singulier p : X[ —>■ X'2 entre 
deux parties boréliennes non négligeables X[ C Xi et C X2 tel que x y 
Pi^) ~iî2 piy) pour x,y e X[. 

Nous dirons d'une propriété de relation d'équivalence mesurée, invariante par iso- 
morphisme stable, qu'elle est une propriété de l'espace mesuré singulier des orbites de 
cette relation. 

U ergodicité et V ergodicité forte sont des propriétés d'espaces mesurés singuliers. 
L'ergodicité est une notion dynamique classique. Une relation d'équivalence mesurée 
sur X est ergodique si tout borélien saturé est négligeable ou de complémentaire 
négligeable, i.e. si X ne contient pas de boréliens invariants non triviaux. L'ergod- 
icité forte, également de nature dynamique, a été introduite par Connes-Weiss |12_^ et 
Schmidt [H]. Une action borélienne a d'un groupe dénombrable F quasi-préservant 
une mesure de probabilité p sur X est fortement ergodique si elle ne possède pas de 
parties boréliennes asymptotiquement invariantes non triviales. Rappelons que, suivant 
[TT| un 1121 112] , une suite An C X de parties boréhennes est dite asymptotiquement 
invariante sous l'action a si 

p{a{-f)AnAAn) 

pour tout 7 G F, et qu'elle est dite non triviale s'il existe 5 > tel que 

ô < fliAn) ^1-5. 

On vérifie que l'existence de suites asymptotiquement invariantes non triviales ne 
dépend effectivement que de l'espace singulier des orbites de l'action a. 

La notion d'ergodicité forte a permis à Connes-Weiss [12] de caractériser les groupes 
de Kazhdan dénombrables par leurs actions ergodiques préservant une mesure de prob- 
abilité (que l'on appellera ergodique de type IIi). Schmidt jl2] et Losert-Rindler |ÏÏ2| 
ont ensuite caractérisé les groupes moyennables, dans le même esprit. Les résultats sont 
les suivants : 

1. K. Schmidt jH] a observé que toute action ergodique de type IIi d'un groupe de 
Kazhdan est fortement ergodique. 

2. Un groupe qui possède pas la propriété T possède au moins une action ergodique 
de type IIi non fortement ergodique fT7\ . 

3. Un groupe est moyennable si et seulement s'il ne possède pas d'action ergodique 
de type IIi qui soit fortement ergodique jS2l 112] • 
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Citons également un théorème particulièrement remarquable, le théorème de Jones- 
Schmidt, montrant qu'une relation d'équivalence mesurée (à classes dénombrables) er- 
godique est fortement ergodique si et seulement si elle ne possède pas de quotient 
moyennable non trivial (cf. [2H])- 

L'article récent G. Hjorth et A. Kechris pïï", App. 1] contient une présentation 
détaillée de la notion d'ergodicité forte pour les relations d'équivalence mesurées. 



Avant d'énoncer nos résultats, décrivons la nature des structures métriques-mesurées 
associées aux espaces singuliers. 

Au niveau intuitif, la situation est la suivante. Considérons un complexe simpli- 
cial Y, au sens usuel du terme, non compact, mais satisfaisant à certaines propriétés 
de quasi-périodicité. On peut alors légitimement espérer associer, à chaque partie 
borélienne quasi-périodique de Y, un nombre réel positif représentant le covolume de 
cette partie, de valeur proportionelle à sa « densité » dans Y. Dans le cas périodique, 
i.e. lorsque Y est muni d'une action cocompacte d'un groupe discret, la donnée d'une 
mesure sur l'espace quotient détermine une telle densité. La co-existence d'un covol- 
ume et d'une métrique (de la métrique simpliciale par exemple) définit alors sur Y une 
structure d'espace métrique-mesuré. De façon similaire, les espaces métriques-mesurés 
associés aux espaces singuliers sont des espaces métriques quasi-périodiques, munis 
d'un covolume. 

Soit M une variété et F un feuilletage minimal sur M (i.e. toutes les feuilles sont 
denses). Il est relativement clair que la fonction indicatrice d'un voisinage ouvert d'un 
point de M est, en restriction à chaque feuille de F, une fonction « quasi-périodique » 
définie sur cette feuille. Si F est ergodique, la même observation est valable, non seule- 
ment pour les voisinages ouverts, mais aussi pour la fonction indicatrice de toute partie 
borélienne non négligeable ; celle-ci définit une fonction quasi-périodique en restriction 
à une feuille générique de F. Ces observations sont bien connues. Elles peuvent être 
illustrées plus précisément, par exemple, par les théorèmes de Ghys [201 Cantwell- 
Conlon 11] sur la topologie des feuilles d'une feuilletage de dimension 2. Il est également 
intéressant de noter, réciproquement, qu'un espace métrique possédant certaines pro- 
priétés de quasi-périodicité peut parfois être plongé dans une lamination minimale, ou 
ergodique, de façon intéressante ; pour un exemple concret d'une telle construction, 
nous renvoyons le lecteur à l'étude des quasi-cristaux telle qu'exposée dans ^Sj par 
exemple. 

Le point de vue que nous adoptons dans cet article est de considérer que chaque 
espace singulier, par exemple l'espace Q = M/ F des feuilles de F, est un concept 
(une notion) de quasi-périodicité — nous nous intéressons uniquement ici aux aspects 
mesurés du concept de quasi-périodicité et de sa formalisation (i.e. au cas ergodique). 
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Considérons l'exemple le plus simple, celui des graphes quasi-périodiques associés à 
un espace mesuré singulier Q (que l'on appellera graphes Q -périodiques) : 

•) Soit R une relation d'équivalence mesurée sur {X,fi). Soit K C R une partie 
borélienne symétrique de R. On dit que K est un graphage de R si pour tous points 
équivalents x,y & X, il existe un nombre fini xç, = x,xi, . . . ,Xn = y de points de X 
tels que G K. En suspendant K au-dessus de X, i.e. en attachant pour tout 

(x, y) E K une arête ~ [0, 1] entre x et y, on obtient alors une « lamination » T^k 
dont les feuilles sont des graphes, et dont X est une transversale totale. Soulignons que 
les orbites de R sont connexes dans T,k- Connes, Feldman, et Weiss [lOj ont pour la 
première fois considéré les parties boréliennes K G R comme des familles mesurables 
de graphes sur les orbites de R; la notion de graphage au sens présenté ici (i.e. lorsque 
les orbites sont connexes) a été introduite par Levitt (cf. [17J). (voir 

•) A une relation d'équivalence mesurée R sur X et un graphage K de R, on 
associe le graphe quasi-périodique T,k dont, par définition, les sommets sont les points 
de iî C X X X, et les arêtes sont les couples {{x,y), {x,z)) de points de R tels que 
{y, z) G K. Soit Q un espace singulier. On dit que T^k est un graphe Q-périodique 
lorsque Q est l'espace de ses feuilles (i.e. Q = X/R). 

La relation entre T^k et Y^k est simple : T^k est le quotient du graphe quasi- 
périodique T,K par la relation de quasi-périodicité {T,k = ^k/R)- Ces définitions 
s'étendent bien sûr en dimension supérieure. Les complexes simpliciaux Q-périodiques 
ont été introduits par D. Gaboriau dans 18^ sous le nom de iî-complexe simplicial 
(cf. ^2]). Plus généralement, de nombreuses catégories d'espaces métriques séparables 
contiennent de façon naturelle des espaces quasi-périodiques en un sens analogue (en 
particulier les variétés riemanniennes) . 

La structure métrique-mesurée sur est par définition donnée par la métrique 
simpliciale d sur chaque feuille et par la mesure transverse /i définie sur les boréliens 
de X. Cette structure se révèle à T,k qui est l'exemple fondamental d'espace métrique- 
mesuré quasi-périodique associé à Q. Le support du covolume ainsi défini sur J2k est 
constitué de boréliens quasi-périodiques (de sommets, i.e. inclus dans R). 

Notons que la métrique simpliciale sur J2k peut prendre la valeur -\-oo (deux points 
sont à distance infinie si et seulement s'ils ne sont pas sur une même feuille) : les 
complexes simpliciaux quasi-périodiques associés aux espaces mesurés singuliers sont 
des espaces métriques-mesurés au sens oii l'a défini M. Gromov dans j22| (dans le cadre 
des feuilletages, oii la métrique est longitudinale et la mesure, la mesure de Lebesgue 
sur la variété). 

Ce paragraphe peut être résumé par les diagrammes suivants. 
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È È 




Q = {^} Q 

Sur le digramme de gauche, E est un complexe simplicial usuel muni d'une action libre 
cocompacte de d'un groupe discret F. Il s'agit du cas périodique. Sur le diagramme de 
droite S est un complexe simplicial quasi-périodique au sens ci-dessus muni d'une action 
libre d'une relation d'équivalence R. 11 s'agit du cas quasi-périodique. L'hypothèse de 
cocompacité est remplacée dans le cas quasi-périodique par la définition suivante. 

Définition. On dit qu'un complexe simplicial Q-périodique est uniformément lo- 
calement fini (u.l.f.) si le nombre de simplexes attachés en chacun de ses sommets est 
uniformément fini. 



L'étude des espaces métriques-mesurés est en premier lieu concernée par la qTicstion 
de la concentration de la mesure. Notre premier résultat établit un lien direct entre 
ergodicité forte et concentration. 

La plus simple des notions de quasi-périodicité (non périodique) obtenue à l'aide 
des espaces mesurés singuliers est l'hyperfinitude. Considérons par exemple une droite 
quasi-périodique S, i.e. E = est associé au graphe K G X x X d'un automorphisme 
partiel ip de {X, /x) agissant essentiellement librement (automorphisme apériodique) en 
préservant la mesure /i. L'espace singulier Q — X/ (</?) est hyperfini (ce qui signifie que 
la relation d'équivalence i?^ des orbites de </? est réunion croissante de sous-relations à 
orbites finies). On peut alors vérifier la propriété suivante. Etant donnés un nombre fini 
de parties boréliennes quasi-périodiques de S de covolume suffisament petit, on peut 
écarter (pour la métrique simpliciale) chacune de ces parties les unes des autres sans 
toutefois en modifier les covolumes respectifs. En effet, le lemme de Rokhlin montre 
qu'il existe pour tout n une famille finie Qi, . . . Q„ de boréliens disjoints de X tels que 
ip{Qi) = fli+i et IJ'(X\ Il Qi) ^ En où En — >n 0. Il est alors élémentaire de construire 
deux (ou plusieurs) suites {An) et {Bn) de mesure (convergeant vers) 1/4 (ou c > 
assez petit), formées de réunions de certaines des parties ^2^, et telles que la distance 
entre et Bn converge vers -|-oo. 
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Définition ( j22] ). On dit qu'un espace métrique-mesuré /i) est concentré 

s'il existe une fonction c :]0, 1]^ R+, telle que pour tous boréliens non négligeables 
A,B C T,, on a 

diA,B)^ciii{A),ii{B)). 

Nous dirons d'une propriété d'espace singulier ergodique qu'elle est un paramètre de 
quasi-périodicité. Le résultat qui suit (cf. montre que la concentration des graphes 
Q-périodiques un paramètre de quasi-périodicité (l'hypothèse « de type fini » figurant 
dans ce théorème est comparable à celle utilisée en théorie des groupes et refiète l'ex- 
istence de suffisamment de complexes simpliciaux Q-périodiques u.l.f.). 

Théorème 1. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Les conditions 
suivantes sont équivalentes, 

i. Il existe un graphe Q-périodique u.l.f. concentré, 
a. Tout graphe Q-périodique u.l.f. est concentré. 

On dira dans ce cas que l'espace singulier Q est concentré. 

Observation. Ce théorème s'étend à d'autres espaces métriques séparables que les 
graphes. Rappelons que la structure métrique-mesurée considérée pour les graphes est 
donnée par le couple (distance simpliciale, covolume) ; le support du covolume est de 
dimension au sens oii il néglige les boréliens (non quasi-périodiques ou) non portés 
par les sommets. Il est néanmoins clair que, si ces graphes sont concentrés, alors les 
complexes simpliciaux Q-périodiques u.l.f., munis par exemple d'un covolume porté sur 
les simplexes de dimension i, sont également concentrés ; il en résulte aussi, en adaptant 
les techniques de triangulation des variétés au cas quasi-périodique (cf. |2S1), que les 
variétés Q-périodiques sont également concentrées, où l'on remplace l'hypothèse u.l.f. 
par l'hypothèse « à géométrie bornée ». (cf pHj ) 

Nous montrons au paragraphe IHi] le théorème suivant. 

Théorème 2. Un espace singulier ergodique de type fini est concentré si et seule- 
ment s'il est fortement ergodique. 

Le point de vue de la concentration de la mesure pour les relations d'équivalence, et 
notamment une version quantitative de la propriété de concentration des espaces quasi- 
périodiques associés à un espace singulier, sont susceptibles de donner de nouveaux in- 
variants pour les relations fortement ergodiques. Rappelons que, dans le cas périodique, 
la propriété de concentration est un phénomène trivial au niveau qualitatif (tous les 
espaces sont concentrés car compacts), mais que des phénomènes remarquables appa- 
raissent au niveau quantitatif (e.g. concentration normal ou exponentielle). Il semble 
donc intéressant de mener une « systématique » de la concentration pour les relations 
d'équivalence mesurées. Cette étude est en projet. 
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La classification des relations d'équivalence moyennables (mesurées à classes dénom- 
brables) a été achevée en 1981 suite à la démonstration par Connes, Feldman et Weiss 
du théorème suivant. Toute relation d'équivalence mesurée moyennable peut être en- 
gendrée par une seule transformation de l'espace. Les auteurs montrent l'équivalence 
de plusieurs définitions du concept de moyennabilité pour les relations d'équivalences 
mesurées, et obtiennent notamment une caractérisation des relations moyennables en 
terme de suites de F0lner présentes dans les structures de graphes mesurables sur les 
orbites de la relation (cf. [^). Nous définissons au paragraphe [TJ étant donné un 
graphe quasi-périodique S, la notion de suites de F0lner évanescentes dans S. Il s'agit 
d'une reformulation géométrique de la notion dynamique de I-suites considérée par 
Schmidt dans ^42j pour des actions de groupes dénombrables préservant une mesure de 
probabilité. 

Définition. Soit S un graphe Q-périodique u.l.f. muni de sa structure métrique- 
mesurée {d,fi) =(métrique simpliciale, 0-covolume) décrite ci-dessus. Etant donnée 
une partie borélienne A C S, on note dxA l'ensemble des points de S\A à distance 
^ 1 de A dans S. On dit qu'une suite (An) de parties boréliennes non négligeables 
de S est une suite de F0lner évanescente s'il existe une suite (e„) de nombres réels 
convergeant vers telles que 

li{An) ^0 et /ï(9a'v4„) ^ e„/ï(A„). 
Inspirés par j^, nous montrons le théorème suivant. 

Théorème 3. Un espace singulier ergodique de type fini Q possède un quotient 
moyennable si et seulement si tout graphe Q-périodique uniformément localement fini 
possède des suites de F0lner évanescentes. 

Ce théorème également s'étend à d'autres espaces métriques-mesurés que les graphes. 



Je remercie Damien Gaboriau pour son aide constante au cours de l'élaboration de 
ce travail. 

Je dois également beaucoup à Etienne Ghys, ainsi qu'aux excellentes conditions de 
travail dont on bénéficie au sein de l'UMPA. 

Je remercie Yann OUivier pour sa lecture critique du manuscrit. Je remercie Damien 
Gaboriau pour ses lectures, du manuscrit et des nombreuses versions antérieures, qui 
auront permis d'améliorer considérablement ce texte. 
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2. Relations d'équivalence mesurées 



Soit X un espace borélien standard. Rappelons qu'il s'agit d'un espace polon- 
ais (topologique séparable admettant une métrique complète) muni de sa structure 
borélienne. On dit qu'une relation d'équivalence R sur X est borélienne si son graphe 
R G X X X est une partie borélienne. 

Les relations d'équivalence à classes dénombrables jouent un rôle privilégié dans 
la théorie. Un résultat bien connu de Feldman-Moore montre qu'une telle relation est 
borélienne si et seulement si on peut munir mesurablement chacune de ses orbites d'une 
structure de graphe complet. Plus précisément, il existe une partition dénombrable 

R = ni6Ngraph(v9i) C X x X 

de toute relation borélienne R, à classe dénombrables, en graphes d'isomorphismes 
partiels ipi : Ai ^ Bi entre deux boréliens Ai et Bi de X (cf. ^3]) ; on construit ainsi 
entre deux points équivalents quelconques x eiy de X une unique arête orientée x ^ y 
[T71[TH] (ce qui, d'un point de vue algébrique, revient à postuler l'existence d'un espace 
classifiant pour R). 

Exemples, i. Une action a : T —>■ Aut(X) d'un groupe dénombrable F, par iso- 
morphismes boréliens, définit sur X une relation d'équivalence borélienne Ra à classes 
dénombrables, donnée par la partition de X en les orbites de a. Le résultat de Feldman- 
Moore ci-dessus peut s'interpréter en disant que toute relation d'équivalence à classes 
dénombrables est la partition en orbites d'une action mesurable de groupe discret (en 
choisissant une partition de cette relation par des isomorphismes partiels d'ordre 2 
étendus k X). 

ii. Un feuilletage sur une variété la partitionne en feuilles et définit ainsi une relation 
d'équivalence borélienne. En restreignant cette relation à une transversale T, on obtient 
une relation d'équivalence à classes dénombrables (dont le graphe R C T x T est 
partitionné par des applications d'holonomie). 

iii. Une source importante de relations d'équivalence provient, par leur nature même, 
des problèmes de classifications. On se contentera ici d'évoquer un exemple, l'espace 
des groupes de type fini, étudié dans L'espace X considéré est l'espace topologique 
compact des groupes marqués (l'espace des quotients d'un groupe libre), sur lequel on 
étudie (par exemple) la relation d'isomorphisme. Il s'agit d'une relation d'équivalence 
borélienne à classes dénombrables. 

Soit R une relation d'équivalence borélienne sur X. On appelle isomorphisme partiel 
(intérieur) de R un isomorphisme partiel ip : A ^ B entre deux boréliens de X tel 
que ip{x) ~ X pour tout x E A. L'ensemble des isomorphismes partiels de R se note 
[[R]]- Le groupe des automorphismes intérieurs d'une relation d'équivalence se note 
[R], ou lnt{R), et s'appelle le groupe plein. Il est ainsi constitué des isomorphismes 
X —>■ X dont le graphe est inclus dans R G X x X. ïl s'agit bien sûr d'un invariant 
d'isomorphisme au sens suivant. 
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Définition. Deux relations d'équivalence boréliennes R et R' sur X et X' sont iso- 
morphes s'il existe un isomorphisme borélien p : X ^ X' tel que x ^ y si et seulement 
si p{x) ~' p{y) pour tout x,y & X. On dit que R et R' sont stablement isomorphes s'il 
existe deux parties boréliennes fl C X et Q' G X' rencontrant respectivement toutes les 
classes de R et R! , telles que les relations restreintes R\çi et i^j^, soient isomorphes. 

Exemple. Un feuilletage et sa restriction à une transversale totale définissent deux 
relations d'équivalence stablement isomorphes. 

La théorie des relations d'équivalence dans le cadre borélien est principalement 
développée en logique (cf. P7| par exemple). Dans la suite de ce texte (et dans [HT]), 
nous supposerons toujours la présence additionnelle d'une mesure quasi-invariante, 
dans la tradition de Pl] (et de Murray-von Neumann) — on identifie alors deux rela- 
tions d'équivalence ayant presque les mêmes orbites. 

Plus précisément, soit (X, /i) un espace de probabilité, i.e. un espace borélien stan- 
dard muni d'une mesure borélienne de probabilité sans atome. On dit qu'une relation 
d'équivalence borélienne à classes dénombrables sur X est une relation d'équivalence 
mesurée si la mesure p est quasi-invariante au sens où tout borélien négligeable a un 
saturé négligeable (notons que le saturé d'un borélien, i.e. la réunion des classes inter- 
sectant ce borélien, est borélien). Le théorème célèbre suivant, par exemple, constitue 
une question encore ouverte dans le cadre borélien (avec une hypothèse convenable 
d'irréductibilité remplaçant l'ergodicité). 

Théorème 4 (Connes-Feldman-Weiss jlOj). Soit R une relation d'équivalence 
ergodique moyennable sur {X,p). Il existe un isomorphisme borélien T de l'espace X 
préservant la classe de p tel que x y <^=^ y = T"(x) pour presque tous x,y E X . 

Rappelons qu'une relation d'équivalence mesurée est dite ergodique si les parties 
boréliennes invariantes (i.e. saturées) sont négligeables ou co-négligeables. La notion 
de moyennabilité intervenant dans le théorème a été définie par Zimmer. Toute ac- 
tion d'un groupe discret moyennable préservant la classe de p définie une relation 
d'équivalence mesurée moyennable au sens de Zimmer. Rappelons également qu'une 
relation d'équivalence est engendrée par un seul automorphisme de X si et seule- 
ment si elle est hyperfinie, i.e. si elle s'écrit comme réunion dénombrable croissante 
de relations d'équivalence mesurées à classes finies (Dye). Le théorème de Connes- 
Feldman-Weiss est la conclusion d'une série de travaux, dont ceux d'Ornstein-Weiss 
sur la généralisation du lemme de Rokhlin aux groupes moyennables et le théorème 
selon lequel une action ergodique d'un groupe moyennable, préservant une mesure de 
probabilité, est hyperfinie pïïj . 

Définition. Deux relations d'équivalence mesurées R et R' sur {X,p) et {X',p') 
sont isomorphes (resp. stablement isomorphes^ s'il existe deux boréliens Q G X etQ' G 
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X' de mesure totale (resp. dont les saturés sont de mesure totale) et un isomorphisme 
de relations d'équivalence boréliennes entre R\n et R\n', qui est non singulier au sens 
où il envoie la classe de fi sur la classe de fi' . 

Nous renvoyons à jHSlIZlEn] pour l'extension de ces notions aux relations d'équivalence 
à classes non nécessairement dénombrables. 

Une relation d'équivalence mesurée ergodique peut être de type II ou de type 
III, selon qu'il existe ou non une mesure cr-finie invariante dans la classe de fi. Une 
mesure quasi-invariante a-finie fi est dite invariante pour R si pour une partition 
R = njgraph((y9j) en graphes d'isomorphismes partiels, on a fi{{pi{Q)) = fi{0,) pour 
tout Q inclus dans le domaine de ipi. Vérifier que cette définition est indépendante de 
la partition choisie constitue un exercice typique de la théorie géométrique des rela- 
tions d'équivalence mesurées, nous renvoyons à jUj pour de nombreuses illustrations de 
cette technique (découpage des domaines). Lorsqu'il existe une mesure de probabilité 
invariante dans la classe de fi, on dit que R est de type IIi. Ces définitions s'étendent 
aux relations non ergodiques. 

Remarque. La notion d' isomorphisme décrite ci-dessus (« l'équivalence orbitale »), 
ainsi que la répartition en types, ont été introduites par Murray et von Neumann 
au cours de leurs travaux sur les algèbres d'opérateurs (1936-1943). L'algèbre de von 
Neumann associée à une action libre d'un groupe dénombrable sur {X, fi) ne dépend 
que (de la relation d'équivalence mesurée formée) des orbites de cette action. 

Concluons cette section par des faits standard. 

Soit R une relation d'équivalence mesurée sur un espace de probabilité (X, /i). La 
mesure fi s'étend canoniquement k R en une mesure () définie par 



où K G R est une partie borélienne et = {{x,y) G K H R} (mesure de décompte 
horizontal). L'image f)"^ de f) par l'inversion ~^ : i? — > iî définie par [x, y)~^ = {y, x) est 
équivalente à f) et on obtient un homomorphisme borélien ô de R (vu comme groupoïde 
mesurable) dans ]0, cx)[, i.e. une application mesurable vérifiant 



ô{x,z) = ô{x,y)ô{y,z) 

pour tous X, y, z équivalents, en posant 

à^{^,y) = ô{x,y)d[)-'^{x,y) 

(dérivée au sens de Radon-Nikodym). Notons que est la mesure de décompte ver- 
tical définie par i)~\K) = j^Kydfi{y) où Ky = {{x,y) eKnR}. (cf. [14j) 
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Nous dirons qu'une partie borélienne K C R est symétrique si K = K~^. Une 
partie borélienne symétrique K C R définit une distance dx '■ R ^ [0, oo] sur les 
orbites de R associant à {x, y) E Rie plus petit entier n pour lequel il existe une suite 
xq = X, xi, . . -Xn-i, Xn = y telle que {xi,Xi-^-i) G K. On dit que K est un graphage 
de R si d{x, y) < oo pour presque tout {x, y) E R (on supposera toujours dans la 
suite qu'un graphage est une partie symétrique de R, i.e. qu'il est non orienté). Cela 
revient à dire que R = UnK"' à un négligeable près, oii est l'ensemble des couples 
(x, y) E R tels que d{x, y) ^ n, ou encore que presque toutes les orbites sont connexes 
pour la structure simpliciale obtenue en « collant » une arête entre deux points x et 
y de X si et seulement si (x, y) G K. Un graphage peut être étiqueté par une famille 
dénombrable de lettres $, i.e. on peut choisir une famille dénombrable $ d'isomor- 
phismes partiels de R, de sorte que K = U(pg$graph((y9), oii l'étiquettage est bijectif 
si cette réunion est disjointe (on peut bien sûr supposer alors que $ est symétrique 
au sens oii y? G $ <^==^ ip~^ G On appellera également $ un graphage de R (cette 
définition a été introduite par Levitt en relation avec la notion de coût pour les rela- 
tions d'équivalence mesurées de type IIi, cf. [H]). Si les éléments de $ partitionnent K, 
la structure simpliciale associée à K coïncide avec la structure obtenue par le procédé 
standard de suspension de $ au-dessus de X. (cf. [TU [T7| ITH]) 

Nous dirons qu'une partie borélienne symétrique C -R est u.l.f. (uniformément 
localement finie) si i^K^ et i^Ky sont uniformément finis sur X, et qu'elle est u.l.b. 
(uniformément localement bornée), relativement à /i, si elle est u.l.f. et si \ô\k = 
sup(2. |(5(x, ?/)| est fini. Toute partie u.l.f. K C R peut être partitionnée en un 
nombre fini d'isomorphismes partiels de R ; toute partie u.l.b. K C R peut être par- 
titionné en un nombre fini d'isomorphismes partiels $ = {ipi, . . . ,ipn) de R tels que 
les fonctions d{ipi^fi) / dfi soient uniformément bornées. Nous dirons qu'une relation 
d'équivalence mesurée est de type fini si elle possède un graphage u.l.f., i.e. si elle peut 
être engendrée par un nombre fini d'isomorphismes partiels, (cf. [TU] et notamment 
Pm Lemma 3]) 



3. Espaces singuliers 

Soit Q un ensemble. 

Définition. On appelle désingularisation (borélienne) de Q la donnée d'un espace 
borélien standard X et d'une application surjective définissable p : X ^ Q. 

Nous dirons qu'une application p : X ^ Q est définissable si 

Rp = {{x,y) e X X X \ p{x) = p{y)} 

est une partie borélienne de X x X (i.e. Rp est une relation d'équivalence borélienne). 

Exemple. Soit M une variété et F un feuilletage de M. L'application 

p: M ^ M/ F 
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définie par x ^— £ où £ est l'unique feuille contenant x, est une désingularisation de 
l'espace M/ F des feuilles de F. 

Définition. On dit que deux désingularisations p : X ^ Q et p' : X' ^ Q sont 
équivalentes (au sens horélien) s'il existe deux applications boréliennes (p : X —>■ X' et 
if' : X' —>■ X telles que p'ip = p et pip' = p' . 

On vérifie immédiatement qu'on obtient ainsi une relation d'équivalence sur les 
désingularisations . 

Exemple. Considérons une lamination L sur un espace topologique X et notons 
p : X ^ X/L la désingularisation naturelle. Soit T G X une transversale totale 
de L. Notons p' = p\T : T X/L la désingularisation associée. Alors p et p' sont 
équivalente. En effet p = p'r où r est une rétraction mesurable X ^ T, obtenue par 
exemple en fixant une famille mesurable de métriques le long des feuilles et en associant 
(mesurablement) h x E X l'un des points de T le plus proche de x. 

Définition. On appelle structure singulière (horélienne) sur Q la donnée d'une 
classe d'équivalence de désingularisations. Un espace singulier (horélien) est un en- 
semble muni d'une structure singulière. 

En pratique, l'espace singulier ainsi qu'une ou plusieurs de ses désingularisations 
apparaissent souvent de façon naturelle. Citons simplement ici, 

- l'espace des groupes de type fini (cf. 

- l'espace des immeubles de type A2 (cf. jÏÏTt IT| 0]). 

De nombreux exemples supplémentaires figurent dans |S1 E] ■ 

Soit Q un espace singulier. 

On supposera toujours que Q admet une désingularisation discrète au sens suivant. 

Définition. On dit qu'une désingularisation p : X ^ Q de Q est discrète si les 
fibres de p sont dénombrables. 

(On renvoie à [ISUSHl pour des résultats généraux concernant l'existence de désin- 
gularisations discrètes « presque sûrement surjectives ».) 

Lemme 5. Les relations d'équivalence boréliennes Rp et Rpi associées à deux désin- 
gularisations discrètes (équivalentes) p : X ^ Q et p' : X' ^ Q de Q sont stablement 
isomorphes. 

Démonstration. Soit iç : X ^ X' une application borélienne telle que p'ip = p. En 
particulier x ~p ?/ si et seulement si ip{x) ~p/ (p{y). L'image X[ G X' de (p est une 
partie borélienne de X' et on peut choisir une section borélienne s : X[ ^ X de (p 
{(p étant à fibres dénombrables). Il est clair que (p : Xi ^ X[ réalise un isomorphisme 
entre les restrictions de Rp et Rp' respectivement à l'image Xi de s et à X(. Notons 
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que Xi rencontre toutes les classes de Rp, et comme p est surjective et vérifie p'ip = p, 
il en est de même de X[ relativement à Rp/. En particulier Rp et Rp> sont stablement 
orbitalement équivalentes. ■ 

Remarque. Ce lemme reprend le fait bien connu que les restrictions d'une relation 
d'équivalence à deux boréliens rencontrant toutes les orbites sont stablement isomor- 
phes. Ici -Rp et Rp' sont les restrictions de Rq h X et X', où Rg est associée à la 
désingularisation discrète q = pJI p' : XIIX' — > Q. Observons que l'isomorphisme 
partiel construit ici est intérieur, en ce sens qu'il fixe l'espace singulier Q. 

Définition. Soit Q et Q' deux espaces singuliers. On appelle application définissable 
de Q vers Q' une application p : Q ^ Q' telle qu'il existe une application borélienne 
J) : X —>■ X' , où p : X ^ Q et p' : X' —>■ Q' sont deux désingularisations de Q et Q' , 
vérifiant pp = p'p. On dira que p désingularise p. 

Exemple. Un automorphisme extérieur d'une relation d'équivalence borélienne in- 
duit une application bijective (bi-) définissable de l'espace singulier associé. 

Lemme 6. Soit p : Q ^ Q' une application définissable. Il existe une application 
désingularisante J) : X —>■ X' de p entre X et X' , où p : X —>■ Q et p' : X' ^ Q' sont 
deux désingularisations discrètes données de Q de Q' . 

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du diagramme commutatif 




ou X ^ Q et X' ^ Q' sont des désingularisations discrètes respectivement de Q et 
Q' , et p : Y Y' une application désingularisante de p. Il suffit en effet de poser 
p = ^'p^ : X — > X' . ■ 

On note Def(Q) l'ensemble des bijections définissables de Q. 

Corollaire 7. Def((5) est un groupe (groupe des automorphismes de Q). 

Démonstration. Observons tout d'abord que si p est bijective, on peut choisir une 
application désingularisante J) : X ^ X' entre deux désingularisations discrètes, qui 
soit un isomorphisme de relations d'équivalence boréliennes (cf. la preuve du lemme 
Par suite Def(Q) est stable par inversion. Par ailleurs si p : — ^ -^2 et J)' : X[ X2 
sont deux désingularisations bijectives de p et p', alors il existe un boréhen A C X2 et 
un borélien B G X[, et un isomorphisme ip : A ^ B entre les relations -RpaM et Rp[,^- 
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Alors pVp ■ P ^(^) ~^ P'{B) est une désingularisation de p'p, et Def((5) est stable par 
produit. ■ 

Mesure transverse sur Q. On dira que deux désingularisations p : X ^ Q ei 
p' : X' Q de Q sont conjuguées s'il existe une bijection borélienne <^ de X sur 
X' telle que p'cp = p. On note T la famille des ensembles boréliens X lorsque X ^ Q 
parcourt les désingularisations discrètes de Q. Il est clair que T est stable par réunion 
disjointe (dénombrable). On appelle mesure transverse (invariante) sur Q la donnée 
d'une application 

A : B{T) [0, oo] 

définie sur les boréliens d'éléments de T et satisfaisant aux propriétés suivantes : 

- cr-additivité, i.e. Aijlfli) = ^A(f2j) pour toute partie borélienne fli C Xi, où 
{pi : Xi Q)i est une famille (au plus dénombrable) de désingularisations. 

- invariance, i.e. A(X) = A(X') si X et X' sont deux désingularisations conjuguées. 

Parties négligeables de Q. On appelle borélien de Q la projection d'un borélien par 
une désingularisation discrète X — > Q. La tribu B{Q) obtenue sur Q coïncide donc avec 
la tribu des boréliens saturés de X et ne dépend pas de la désingularisation discrète 
choisie. La donnée d'une mesure invariante A sur Q permet de définir sans ambigiiité 
la notion de partie négligeable N G Q. On notera A/" C B{Q) la famille des boréliens 
négligeables de Q relatifs à A. On appelera espace mesuré singulier la donnée d'un 
espace singulier Q et d'une famille de boréliens négligeables Af associée à une mesure 
transverse invariante A. 

Définition. On dit que deux espaces m,esurés singuliers ((5i,A/i) et {Q2--^2) sont 
isomorphes s'il existe deux parties négligeables Ni C Qi et N2 C Q2 telles que les 
espaces mesurés singuliers Qi\Ni et Q2\N2 sont strictement isomorphes au sens où il 
existe une bijection définissable non singulière p entre les deux (i.e. N est négligeable 
si et seulement si p{N) est négligeable). 

Ainsi deux désingularisations discrètes d'espaces mesurés singuliers isomorphes sont 
stablement isomorphes en tant que relations d'équivalence mesurées. Nous dirons d'une 
propriété de relation d'équivalence mesurée, invariante par isomorphisme stable, qu'elle 

est une propriété de l'espace singulier des orbites de cette relation. 

L'ensemble des applications définissables non singulières de Q, bijectives en restric- 
tion au complcmetaire d'une partie négligeable, forme un groupe (en effet la composi- 
tion ip2 o ipi d'applications ipi et ip2, bijectives en dehors de Ni et respectivement, 
est bijective en restriction au boréhen ip^^{(pi{X\Ni) nX\N2), dont le complémentaire 
est négligeable). On note Deî{Q,N') le quotient de ce groupe obtenu en identifiant deux 
applications coïncidant presque siirement. 

On dit que {Q,J\f) est ergodique si toute partie borélienne de Q est néghgeable ou de 
complémentaire néghgeable. Notons que dans le cas ergodique B{T) coïncide avec T aux 
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parties négligeables près. Suivant le point de vue évoqué en introduction, une propriété 
d'un espace singulier ergodique Q est une propriété de la notion de quasi-périodicité 
choisie. On dira ainsi qu'une telle propriété est un paramètre de quasi-périodicité (et 
qu'un invariant d'isomorphisme est une constante de quasi-périodicité) . 

Soit {Q,Af) un espace mesuré singulier ergodique. Il existe sur Q au plus une (à 
constante multiplicative près) mesure transverse invariante a-finie A définissant J\f. De 
plus, suivant les valeurs que peut prendre A, {Q,Af) peut être de l'un des trois types 
suivants : 

-type! : Im A = {0, A, 2A, . . . , 00} = AN U {oo}, où A > 0, 

- type II : Im A = [0, 00], 

- type III : ImA = {0,cx)}, 

où, pour les espaces de type III, toute mesure transverse invariante A est triviale (ne 
contient aucune information autre que A/"). Il existe à isomorphisme près une unique 
désingularisation discrète proprement infinie de Q ; plus précisément, les désingulari- 
sations discrètes d'un espace de type III sont toutes conjuguées, et les désingulari- 
sations discrètes d'un espace de type II sont classifiées (à conjugaison près) par leur 
mesure transverse. Les définitions précédentes s'étendent de façon naturelle au cas non 
ergodique, et tout espace mesuré singulier admet une décomposition Q = QiUQuIlQiii 
en composantes de chaque type, unique aux parties négligeables près. Ces résultats sont 
de Murray et von Neumann. 

Convention. Au cours de ce texte, il n'est question que d'espaces singuliers munis 
d'une famille M de boréliens négligeables (i.e. d'espaces mesurés singuliers), et on 
omettra désormais de préciser cet ensemble dans les notations. On omettra également 
l'adjectif « mesuré » pour quahfier les espaces singuliers. 

Considérons un espace singulier ergodique Q = {Q,Af) et notons Def (Q) = Def (Q, A/") 
son groupe d'automorphismes. Supposons que Q soit de type II et fixons une mesure 
transverse invariante a-finie A. 

Lemme 8. Considérons p G Def(Q). // existe un unique nombre A g]0,oo[ tel 
que, pour tout isomorphisme désingularisant p : X ^ X' entre deux désingularisations 
discrètes, on a A(p(i7)) = AA(i7) pour tout borélien Q G X . 

Démonstration. Quitte à remplacer Q par Q\N, où. N C Q est négligeable, on peut 
supposer que p est bijective. Considérons deux désingularisations bijectives pi : Xi ^ 
X[ et p2 ■ X2 ^ X'2 de p, oh Pi : Xi ^ Q et p[ : X[ ^ Q sont des désingularisations 
discrètes àe Q {i = 1, 2). La mesure transverse invariante A étant unique à un facteur 
multiphcatif près, il existe deux nombres Ai et A2 tels que A(pj(i7)) = XiKiVL) pour 
tout borélien Vt d X^. Par définition il existe deux applications y? : Xi ^ X2 et, 
respectivement, ip' : X[ ^ X2 telles que p2f = Pi et P2ip' = p'i- D'après le lemme 
El et, respectivement, ip', sont en restriction à des boréliens non négligeables A C 
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Xi et A' C X[, des isomorphismes entre les relations restreintes -Rpi|^ et -Rp2|s, et, 
respectivement, Rp[^^, et Rp'^^^,, où B = f{A) et B' = (p{A'). Notons que ip préserve 
la mesure A (invariance de A par conjugaison). De plus, en conjuguant chacune des 
équivalences stables par des isomorphismes partiels intérieurs, on peut supposer que 
A = Xi ou B = X2 (resp. A' = X[ ou B' = Xg). Supposons par exemple A = Xi et 
B' = X2. On a alors pi o = ^p'^^ o p2 sur le borélien non négligeable <^[X\) C X^. 
Donc Al = A2. ■ 

L'application mod a : Def(Q) qui à p associe A est un morphisme de 

groupes. On note DefA(Q) son noyau et F\{Q) C R'i_ son image (groupe fondamental 
de Q). On a donc une suite exacte 

1 > DefA(g) > Def(Q) Fa{Q) > 1. 

Notons que F{Q) = F\{Q) ne dépend à multiplication par un scalaire strictement 
positif près que de la classe d'isomorphisme de Q. 

Le groupe fondamental d'un espace singulier hyperfini est R^j.. Damien Gaboriau 
a donné de nombreux exemples d'espaces singuliers à groupe fondamental trivial en 
faisant usage des nombres de Betti pour les relations d'équivalence [IH] (ou alterna- 
tivement du coût). Le r-ième nombre de Betti de (Q, A) est le nombre réel positif 

(3r{Q,A) = A{X)-(3r{Rp,Ai), 

011 p : X — > Q est une désingularisation discrète de type IIi (i.e. telle que A(X) < 00), 
Al = A/A(X) est la mesure de probabilité sur X associée à A, et j3r{Rp, Ai) est le 
r-ième nombre de Betti de la relation d'équivalence Rp, défini dans ^H] (observons 
que Pr{Q,A) ne dépend pas de la désingularisation discrète choisie, cf. jlHl Corollaire 
5.5]). Les nombres Pr{Rp) = PriRpyfJ-), 011 p = Ai est l'unique mesure de probabilité 
invariante par Rp, sont invariants par isomorphisme de relation d'équivalence mesurée. 
Par suite, si les relations d'équivalence mesurées Rp et Rp associées à deux désingulari- 
sations discrètes p : X ^ Q et p' : X' ^ Q de Q sont isomorphes, et que Pr{Q,A) 7^ 
pour un indice r, alors A(X) = A(X'), et F{Q) est trivial. (La suite des nombres de 
Betti à multiplication par un scalaire strictement positif près est une constante de 
quasi-périodicité au sens ci-dessus.) 

Proposition 9. Si p : X ^ Q est une désingularisation de Q, on a alors 

DefA(<3) ^ Out{Rp) = Aut{Rp)/lnt{Rp). 

Démonstration. Il est facile de voir que l'application p induit un morphisme Aut(-Rp) 
DefA(<5) de noyau Int(i?p). Ce morphisme est surjectif. En effet soit p : Q ^ Q une 
bijection préservant A. Il existe une bijection désingularisante J) : Q Q, où Q est une 
partie borélienne de X. On peut alors étendre p à X en considérant des expressions 
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de la forme il)ip4>i on (pi : Vti Vt et ifji : Vt Vti sont des isomorphismes partiels 
(intérieurs) de i?p et X = f2 II f2j est une partition bien choisie. ■ 

Terminons par une définition. 

Définition. On dira qu 'un espace singulier Q est de type fini si toute désingulari- 
sation discrète est de type fini, i.e. possède un graphage u.l.f. (uniformément localement 
fini). 

Notons qu'un espace singulier est de type fini si et seulement si toute désingulari- 
sation discrète peut être engendrée par un nombre fini d' isomorphismes partiels. 

Références. La notion d'équivalence orbitale stable a été introduite par Mackey 
[ÏÏ^ . Elle a depuis été étudiée des deux points de vue borélien et mesuré ; cf. |27j et 
(Tïïl ITH] pour des références récentes. La considération d'espaces quotients singuliers et 
de désingularisations a été initiée par Connes dans [Zj . Nous renvoyons également à jHj , 
par exemple, pour d'autres développements. 



4. Structures quasi-périodiques et représentations 

Notre but dans ce paragraphe est de présenter les notions de représentation hilberti- 
enne et de structure simpliciale associées à une relation d'équivalence mesurée, suivant 
[Zj et PB] • Comme annoncé en introduction, nous en profitons pour analyser le concept 
de quasi-périodicité, et notamment sa formalisation à l'aide de la théorie de la mesure. 
Une structure quasi-périodique sur un espace est dans ce formalisme une représentation 
de relation d'équivalence satisfaisant à des propriétés de type « fidélité ». La possibilité 
nous est offerte de commencer par une description générale de la situation, en termes 
de catégories et foncteurs, isolant celles des représentations qui sont susceptibles de 
conduire aux structures quasi-périodiques. Cette description est uniquement destinée 
à fixer les idées et reste informelle. Une fois ce contexte général précisé, nous pourrons 
nous pencher plus attentivement sur les cas particuliers des complexes simpliciaux et 
des espaces de Hilbert. 

I - Le cadre général. Nous suivrons bien entendu le principe de base, de ne con- 
sidérer que des structures que l'on peut « contruire effectivement » (i.e. sans recourir 
à l'axiome du choix). Nous les appelerons « définissables » dans ce paragraphe. La sig- 
nification exacte de ce terme ne sera précisée qu'au paragraphe suivant, concernant les 
cas particuliers. On le remplacera alors par le terme « mesurables » pour éviter toute 
ambiguïté. 

Fixons une catégorie C dont les objets sont des ensembles. 
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Soit R une relation d'équivalence (ou un groupoïde) borélienne sur un espace X, 
considérée comme une petite catégorie dont les objets sont les points de X et les 
morphismes les éléments de R. On appelle représentation de R dans C la donnée d'un 
foncteur définissable F : R ^ C (que l'on supposera contravariant). 

Lorsque R est une relation d'équivalence mesurée, on appelera encore représentation 
de R la donnée d'un foncteur F dont les lois de composition ont lieu presque sûrement 
(i.e. F est une représentation d'une relation R\x' où X' (Z X est un borélien de 
complémentaire négligeable) . 

Soit Q un espace singulier et p : X ^ Q une désingularisation discrète. On note 
R = Rp la. relation d'équivalence mesurée associée. Une représentation F de R induit 
une action (encore notée F) de R sur l'ensemble 

F{X) = U,^xF{x). 

On considère pour chaque q & Q l'ensemble quotient 

F(ç)=n,ep-ife)^(^)/~, 

obtenu en identifiant F (y) et F{x) par F{x, y), comme un objet de C. On obtient ainsi 
un diagramme commutatif 

X ^ 0{C) 



Q ^ 0{C) 

où F est une appfication définissable de Q dans les objets 0{C) de C. 

Un exemple. Prenons pour C la droite réelle R (sans morphisme), pour laquelle 
la notion de foncteur définissable (i.e. mesurable) F : i? ^ R est claire. Tout fonc- 
teur mesurable est, par ergodicité, presque sûrement constant, et l'espace F_{Q) est, 
à un négligeable près, un nombre réel usuel. Cet exemple concerne plus généralement 
toute catégorie dont les objets sont des points, i.e. lorsqu'on choisit pour C un espace 
topologique séparable sans morphisme : un point ne possède pas de notion intéressante 
de quasi- périodicité (au sens suivant). 

On appelle élément Q -périodique de C le iî-espace constitué par l'image 

F{X) 

d'un foncteur F de R dans C, lorsque que l'action de R sur F{X) admet un domaine 
fondamental définissable au sens oia il existe une partie définissable 

D = n^^xD, c F{X) 
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qui rencontre chaque orbite exactement une fois. En d'autres termes on a 



F{x) = ]ly^^F{x,y)Dy. 

pour presque tout x G X. 

À un élément Q-périodique de C est associée la lamination F_{Q) = F{X)/Rp 
obtenue en considérant l'espace quotient de F{X) par l'action de Rp via F. 

Commentaires. 1. - Ainsi, bien qu'un espace singulier soit un ensemble au sens usuel 
du terme, ses points contiennent a priori trop d'informations pour être véritablement 
considérés comme des points. La structure singulière sur cet ensemble détermine des 
relations entre chacun de ses points, et ces relations prennent ensuite effet lorsque l'on 
substitue à chacun d'eux un élément d'une catégorie fixée par la procédure ci-dessus. 

2. - On comprend facilement le terme « quasi-périodique » lorsque le domaine fon- 
damental D est localement trivial, au sens oii il admet une partition dénombrable 
D = U.i{Xi X Di), où Xi C X est une partie définissable non négligeable : par ergod- 
icité presque toute feuille de cette lamination contient pour tout i une infinité de copie 
de Di « uniformément réparties » (chaque partie Di apparaissant avec une certaine 
« proportion » dans le cadre mesuré). Dans le cas général, il y a une « dépendance 
définissable » entre deux parties D^ et Dy pour x et y dans une même feuille. Le cas 
non ergodique concerne le mélange de différents concepts de quasi-périodicité. 

3. - La définition de domaine fondamental donnée ici nécessitera d'être adaptée à 
chaque catégorie particulière. Par exemple, pour la catégorie des complexes simpliciaux, 
on supposera que chaque partie D^ est simpliciale. 

4. - La lamination associée à un élément Q-périodique de C s'identifie de façon 
définisssable au domaine fondamental D. Le choix d'une section définissable du fibré 
D ^ X détermine alors un plongement transverse de X de cette lamination. 

5. - On reprend essentiellement ici des techniques introduites par A. Connes dans 
[3- Rappelons qu'il est construit dans jTj, à l'aide de ces techniques, une théorie 
de l'intégration (transverse) « en présence d'un groupoïde mesuré ». Celle-ci permet 
d'intégrer des « fonctions positives » définies sur l'espace Q des orbites de ce groupoïde, 
oii une fonction positive est une application qui à une orbite q & Q associe un espace 
mesuré standard (Yg, a^), oii «g est une mesure positive sur Yg. Décrire la mesurabilité 
d'une telle application conduit naturellement à la notion de foncteur mesurable du 
groupoïde vers les espaces mesurés. L'intégration d'une telle fonction s'effectue à l'aide 
d'une mesure transverse quasi-invariante, associée à un cocycle ô défini sur le groupoïde 
(son module). 

// - Exemples de catégories. Définissons plus précisément la notion de mesurabilité 
pour les catégories suivantes : 

- ensembles dénombrables/bijections, 

- espaces boréliens standard/isomorphismes mesurables. 
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- complexes simpliciaux/isomorphismes simpliciaux, 

- espace de Hilbert/opérateurs unitaires. 

Soit Q un espace mesuré singulier. 

1 - La catégorie des ensembles dénombrables ou des boréliens standard. Commençons 
par un exemple simple. Soit p : X ^ Q une désingularisation discrète de Q. Le foncteur 
naturel F : X — >• Rp, qui k x E X associe = {{x,y)} C Rp et h {x,y) l'application 
évidente R^ —>■ Rp, est mesurable et définit l'ensemble dénombrable Q-périodique Rp. 
La lamination associée est l'espace X = Rp/ Rp et on a F = p~^. 

Plus généralement soit R une relation d'équivalence mesurée et F : R ^ C une 
représentation de R dans la catégorie des espaces boréliens standard et des isomor- 
pliismes mesurables (ou des ensembles dénombrables et des bijections). On définit la 
mesurabilité de F de la façon suivante (cf. [T). Soit Û la réunion disjointe 

n = U^,^xF{x). 

On dit que F est mesurable si VL possède une structure d'espace borélien standard 
compatible avec les restrictions aux fibres définie par la projection naturelle p : f2 — > X, 
telle que p et l'application iî * fi — > fi définie par 

{x,y) F{x,y)a 

soient mesurables (oii i? * fi est le produit fibré de R et fi, i.e. l'ensemble des couples 
{{x,y),a) tels que p{a) = y, cf. jTH| par exemple). La notion de domaine fondamental 
borélien D C fi est claire {D est une partie borélienne rencontrant exactement une fois 
chaque orbite) et il en résulte une notion d'espace borélien standard Q-périodique (cf. 
ci-dessus). A chaque espace borélien standard Q-périodique est associée une lamination 
sur l'espace fi = F_[Q) (standard) muni de la désingularisation p : Q Q obtenue par 
passage au quotient de l'application p : Q ^ X par les actions naturelles de R. 

2 - La catégorie des complexes simpliciaux. Soit p : T, Q une désingularisation 
de Q. On dit que S est une désingularisation simpliciale de Q si pour tout x G S la 
classe Sj. C S de x est munie d'une structure simpliciale connexe, i.e. d'une partition 
Hx = Ltj^o^x'' en simplexes non orientés de dimension i (satisfaisant aux conditions 
usuelles de compatibilité), telle que les parties S*^*) C S constituées des simplexes de 
dimension i soient boréliennes. 

Soit R une relation d'équivalence mesurée. On dit qu'un foncteur F de R dans la 
catégorie des (réalisations géométriques de) complexes simpliciaux (non orientés) est 
mesurable s'il est mesurable en tant que foncteur à valeurs dans les espaces boréliens 
standard, et si les parties fi*-'^ C fi = F{X) constituées des simplexes de dimension i 
sont boréliennes. On dit que F admet un domaine fondamental borélien si, de même 
que ci-dessus, il existe une partie borélien D C fi rencontrant exactement une fois 
chaque orbite ; la notion de complexe simplicial Q-périodique en résulte. Elle coïncide 
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(à réalisation géométrique près) avec la notion de i?-complexe simplicial définie par D. 
Gaboriau dans [TH] . 

On associe à une désingularisation simpliciale de Q un complexe simplicial Q- 
périodique de la façon suivante. Fixons une désingularisation simpliciale p : S — > Q de 
Q. Notons X = E^^-* la lamination des sommets et p^^^ : X Q \a, désingularisation 
discrète associée. Soit R = Rp(o) = S fl X x X, oii S = Sp C S x S est la re- 
lation d'équivalence associée à p. Il est facile de voir que le foncteur F de R dans 
Ex = (X X S) n S C Ê qui h x E X associe le complexe S^, C Sx et à {x, y) E R 
l'isomorpliisme naturel T,y S^. est mesurable. De plus la donnée d'une section 
mesurable de la projection sur la seconde coordonnée Sx C X x S — S (à fibres 
dénombrables) détermine un domaine fondamental borélien et, choisissant conven- 
ablement cette section, on définit ainsi un domaine fondamental (borélien) simplicial. 
Réciproquement à un complexe simplicial Q-périodique, donné par un foncteur F, on 
associe la désingularisation simpliciale S = F{X)/R Q obtenue en considérant 
F comme un foncteur à valeurs dans la catégorie des espaces boréliens standard, oii 
la partition borélienne S = Ilj^oS*^*^ est donnée par la projection naturelle (à fibres 
dénombrables) de F(X)*^*) dans S. Les deux opérations décrites dans ce paragraphe sont 
inverse l'une de l'autre, identifiant ainsi la catégorie des désingularisations simpliciales 
de Q à celle des complexes simpliciaux Q-périodiques. 

Remarques, i. Un complexe simplicial quasi-périodique est nécessairement locale- 
ment trivial (au sens défini au paragraphe I) du fait qu'il ne possède qu'un nombre 
dénombrable de géométries locales possibles. 

ii. Le groupe des automorphismes Aut(S) d'un complexe simplicial quasi-périodique 
S est formé des bijections boréliennes de S = S/iî, non singulières et définies à un 
négligeable près, qui respectent la structure simpliciale longitudinale. Le sous-groupe 
distingué Int(S) est formé des éléments de Aut(S) qui fixent l'espace singulier quotient. 
Notons que Out(S) = Aut(S)/Int(S) diffère en général de Out(i?). 

iii. Étant donné un complexe simplicial Q-périodique S, la famille des boréliens 
standard Q-périodiques inclus dans S forme une sous-tribu de la tribu borélienne de 
S. La donnée d'une mesure quasi-invariante fi sur X = S'^''^ et d'un système de Haar 
s sur S (i.e. un champ invariant {s^)x£X de mesures sur S telle que la mesure soit 
portée par le complexe simplicial S^ C S) détermine une mesure fj^f'* sur cette tribu 

(cf. IZIIIHI). 

Complexe quasi-périodique universel. Il existe un unique (à isomorphisme près) com- 
plexe simplicial Q-périodique, contenant une copie isométrique de tout autre complexe 
simplicial Q-périodique |lSl . 

On dit qu'un complexe simphcial Q-périodique est un arbre Q-périodique si presque 
toute ses classes sont des arbres, et qu'un espace singulier Q est arborable s'il existe un 
arbre Q-périodique. De même on définit ainsi les notions de dimension, j9-connexité, 
etc., d'un complexe simphcial quasi-périodique (cf. pTj ITH]). 
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3 - La catégorie des espaces de Hilbert. Rappelons enfin la notion de foncteur 
mesurable à valeurs dans la catégorie liilbertienne (jZ|)- 

Soit X un espace borélien standard et R une relation d'équivalence borélienne à 
classes dénombrables sur X. Soit H un champ mesurable d'espaces hilbertiens de base 

X (cf. uni). 

Une représentation unitaire de R sur H est la donnée d'une famille d'opérateurs 
unitaires 

n{x,y) : Hy H^, 

{x, y) G R, satisfaisant aux conditions de composition et de mesurabilité suivantes : 

- 7i{x, x) = Id et 7r(x, z) = 7r(x, î/)vr(?/, z) pour tout x y z. 

- les coefficients 

{x,y) f-^ (7r(a;,î/)4|r7^.)^. 
sont mesurables pour tous champs de vecteurs mesurables ^,ri : X ^ H. 

Exemples. Représentation triviale de R. La représentation triviale de R est la famille 
{x,y) i-^ 1 E C C opérant sur le champ constant H = X x C de fibre C (cf. |ÏÏ7j). 

Représentation régulière de R. On considère le champ d'espaces de Hilbert H : x ^ 
i'^{R^, i)^) qui à tout point x E X associe l'espace des fonctions de carré intégrable sur 
la classe d'équivalence de x pour la mesure de décompte horizontal t)^. Comme ï)^' = t)^ 
pour tout {x,y) G R, les espaces i'^^R^, t)^) et i'^{R^, f)^) sont naturellement identifiés 
par un opérateur unitaire n{x,y) ; explicitement, 

7^{x,y):f{Ry)^fiRn 

est défini par TT{x,y)f{x,z) = f{y, z). 

Intégration d'une représentation. Soit vr une représentation unitaire de R sur un 
champ d'espaces de Hilbert H de base X. Soit /i une mesure de probabilité quasi- 
invariante sur X. Considérons l'espace de Hilbert L'^{X, H) des sections de H de carré 
intégrable pour /x. On définit pour tout sous-groupe dénombrable F C [R] du groupe 
plein de R une représentation unitaire W sur L'^{X, H) par la formule 

¥(7)^ : X ^ 7r{x, 7"V)^^-i^ V5(x, 'j'^x) 

011 ô est le module de fi. 

Considérons deux représentations vr et vr' d'une relation d'équivalence mesurée R. 
On appelle opérateur d'entrelacement entre vr et vr' la donnée d'un champ mesurable 
essentiellement borné d'opérateurs (Tx)xex tels que 

TxTT{x,y) = n'{x,y)Ty 

pour tout (x, y) G R. 
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Espaces de Hilbert quasi-périodiques. Nous n'utiliserons pas et ne définirons pas 
cette notion dans cet article. Il sera naturel de dire qu'une représentation hilbertienne 
possède domaine fondamental si l'action obtenue par restriction au fibré en sphère 
unité en possède un, en un sens à préciser. L'exemple fondamental est celui de la 
représentation régulière associée à une désingularisation discrète X — > Q d'un espace 
singulier Q. La lamination associée est donnée par [x] — > ^^([a;]) qui à une classe [x] G Q 
associe l'espace des fonctions de carré intégrable définies sur cette classe. Pour des 
considérations récentes sur la dynamique des groupes dénombrables de transformations 
unitaires sur la sphère unité d'un espace de Hilbert, nous renvoyons à [36J par exemple. 

/// - Quelques commentaires. 

Périodicité. L'espace singulier définissant les structures périodiques est le point 
(l'espace singulier ergodique de type I). Les désingularisations associées proviennent 
d'actions (propres) de groupes localement compacts : il est nécessaire ici d'étudier les 
groupes désingularisants sans se restreindre aux seules relations d'équivalence. Notons 
qu'il est également possible de mener une telle étude pour les espaces singuhers non 
triviaux, où l'on étudie des groupoïdes désingularisants [7j. Pour les besoins cet article, 
cependant, les relations d'équivalence suffisent. 

Périodicité et quasi-périodicité. Soit P un groupe dénombrable et Y un P-complexe 
simplicial cocompact (ainsi Y est un complexe simplicial périodique). On peut munir 
Y d'une structure quasi-périodique de la façon suivante. Soit a une action ergodique 
de P sur un espace de probabilité (X, fj,) et R = Ra la relation d'équivalence associée. 
L'action diagonale de P sur X x Y détermine une lamination 

E = (X X Y)/T, 

qui est une désingularisation simpliciale de Q = X/R. On dira que le complexe sim- 
plicial Q-périodique E associé à E définit une structure Q-périodique sur Y. (cf. fH^ 
§3.4]) 

Faisons une constatation simple, extraite de |21i §5.33], illustrant cette idée. Dé- 
signons par R la droite réelle. Tout recouvrement périodique, disons Z-invariant (oii Z 
agit par translation) , de cette droite par des intervalles de longueur n a multiplicité au 
moins n. Par ailleurs, on peut construire un recouvrement quasi-périodique (défini par 
exemple via un feuilletage irrationnel du tore) de R par des intervalles de longueur n, 
avec multiplicité au plus 2. 

D'autres catégories. Nous étudierons prochainement, en collaboration avec S. Vas- 
sout, la notion de variété riemannienne quasi-périodique en relation avec la signa- 
ture L^. Plus généralement, toute catégorie d'espaces métriques séparables (espaces 
CAT(O),...) est a priori naturellement sujette à quasi-périodicité. 

Notons aussi que certains espaces fonctionnels peuvent également jouir de propriétés 
de quasi-périodicité. Par exemple, si p : X ^ Q est une désingularisation discrète de 
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Q, le fibré mesurable x i-^ où [x\ désigne la classe de x G X, définit « l'espace 

C.°° quasi-périodique » 

[x] ^r{\x\). 

Cet espace est muni d'une structure d'algèbre (effectuer les opérations classe par classe) 
et la norme donnée par le supremum essentiel des normes ^°° en fait une algèbre de von 
Neumann (il s'agit bien sûr de L°°(X)). De même, si [x] i— >■ ^^([x]) est l'espace de Hilbert 
quasi- périodique associé à la représentation régulière de Rp, l'espace quasi-périodique 

[x] ^ B{t\[x])) 

des opérateurs bornés sur -^^([x]) (où [x] i— >• ^[3;] est mesurable au sens où les fonctions 
^ ^ {'i[x]ix I Vx) sont mesurables pour toutes sections mesurables ^,77 de nj.gx^^([a;])) 
est une algèbre et le supremum essentiel en fait une algèbre de von Neumann, qui 
contient L°°(X), agissant par multiplication (il s'agit de l'algèbre de von Neumann de 
la relation d'équivalence Rp). Nous renvoyons ici à 1-4.7]. 



5. Ergodicité forte 

Soit (X, yu) un espace de probabilité. Fixons une famille dénombrable $ d'isomor- 
phismes partiels de X préservant la classe de et considérons le pseudo- groupe F = ($) 
engendré par On dit qu'une suite (A„)„^o de parties boréliennes de X est asympto- 
tiquement invariante sous l'action de F si pour tout $-mot m de domaine D (Z X, on 
a 

Him{AnnD)\An) ^nO. 

La notion de suite asymptotiquement invariante est classique et s'énonce tradi- 
tionellement en terme d'actions de groupe. Si a : F Aut(X, /i) est un groupe agissant 
en préservant la classe de /x, on dit qu'une suite (An) de parties boréliennes de X est 
asymptotiquement invariante sous l'action de F si 

/i(a(7)A„AA„) 

pour tout 7 G F. 

Il est facile de voir que les deux définitions données ci-dessus lorsque $ est constitué 
d'isomorphismes de X coïncident (voir également le lemme irUj) . Une suite asympto- 
tiquement invariante (An) est dite non triviale s'il existe 5 > tel que 

ô ^ /i(A„) ^l-ô. 

Rappelons également qu'une suite [An) est asymptotiquement invariante étant 
donnée une action a d'un groupe F si et seulement si 

fi{(pAnAAn) 0. 
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pour tout G [-Rq,] et l'existence de suites asymptotiquement invariantes non triviales 
ne dépend donc que de la relation d'équivalence R = Ra associée à l'action de F. On dit 
alors qu'une relation d'équivalence ergodique R est fortement ergodique si toute suite 
asymptotiquement invariante sous l'action de [R] est triviale (cf. \H \ WH , IT ^ li ^ 1^ ) . 
On vérifie facilement que cette propriété ne dépend que de la classe de /i. 

Lemme 10. Soit T = ($) un pseudo-groupe d'isomorphismes partiels agissant er- 
godiquement sur {X, fi) . L 'existence de suites asymptotiquement invariantes non triv- 
iales sous l'action de T est invariante par équivalence orbitale stable, i.e. est une pro- 
priété de l'espace singulier Q = X/T des orbites de T sur X . 

Démonstration. Montrons d'abord que l'invariance asymptotique sous l'action de F 
équivaut à l'invariance asymptotique sous l'action du groupe plein [$] de la relation 
d'équivalence R engendrée par $ (cf. |2Hll2ni)- Fixons une suite (An) asymptotiquement 
invariante sous l'action de F. Soient y? G [$] et e > fixé. Soient mi, . . . , une famille 
finie de $-mots et Qi, . . .flk une famille finie de boréliens disjoints tel que mi{x) = ip{x) 
pour tout X E fli et fi{(pAe) ^ e/2, où = X\ Il fli. Alors 

ipAn\An = {mi{An H ni)\An) U <^A,\A„ c (mi(A„, n Di)\An) U ipA,\An 

oii Di est le domaine de mj. Pour tout n sufïisament grand on a par hypothèse /i(mj(y4„n 
A)\^n) ^ e/2k. Donc /i(v?v4„\v4„) 0. Ainsi 

/i((/?/l„AA„) ^ 0, 

car An\^An = ip{(p~^An\An), et (An) est asymptotiquement invariante pour [$]. 

Réciproquement soit m : D ^ D' nn $-mot. Soit yji, . . . , une famille d'isomor- 
phismes partiels de domaines respectifs Di,...,Dk disjoints tels que m{x) = ipi{x) 
pour tout X G Di, et tels que ^{{pi{Di) fl Di) = 0. On peut supposer ^{m{Di^)) ^ e, oii 
£ > est un nombre réel fixé et D^, = D\11 Di Alors 

m(A„ n D)\An = {^i{An n a)\a„) n m(A)\A„ c ^,(A„)\A„ u m(A)\A, 

oii Tp^ est l'extension de ipi k X en un isomorphisme d'ordre 2 coïncidant avec l'identité 
sur X\{Di U {pi{Di)). Ainsi fi{m{An fl D)\An) — > 0, donc (An) est asymptotiquement 
invariante pour F = ($). 

Montrons l'invariance par équivalence orbitale stable. Soit y C X un borélien non 
trivial rencontrant toutes les orbites de R. Soit An C Y une suite asymptotiquement 
invariante non triviale pour R\y- Considérons un graphage $ de R\y et une famille 
d'isomorphismes partiels X\Y —>■ Y de R dont les domaines forment une partition de 
X\Y. Alors $ = $ U \E' est un graphage de R et la suite {A'^J des saturés de An par 
\E' est ^-asymptotiquement invariante et non triviale (il suffit de vérifier l'invariance 
asymptotique sur les générateurs d'un graphage). 

Réciproquement, soit (An) une suite asymptotiquement invariante non triviale pour 
R. Notons qu'il suffit de montrer qu'il existe un borélien YoCY rencontrant toutes les 
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orbites de R contenant des suites asymptotiquement invariantes pour R\Yo- Considérons 
un borélien Yq C Y rencontrant toutes les orbites de R pour lequel il existe une partition 
X\Yo = Jli^iYi en domaines Yi d'isomorphismes partiels Yî ^ Yq. Notons que comme 
(An) est asymptotiquement invariante, on a 

/i(A„ n Yi) ^„ ^ fi{An n Yj) 

pour tous ï, j ^0 fixés. Ainsi {An fl définit une suite non triviale de R\Yo^ au sens 
oii l'on peut trouver une sous-suite (A^) de {An fl Yo)n dont la mesure converge vers 
un nombre réel non nul distinct de /i(Yo)- Cette suite est asymptotiquement invariante 
car si est un isomorphisme de R\Yoi il s'étend par l'identité en un isomorphisme de 
R, et 

ip{A'J/\A'^ = ip{Am)/\A„,. 



Définition. Soit Q un espace singulier ergodique. On dit que Q est fortement er- 
godique si toute suite asymptotiquement invariante d'une désingularisation discrète est 
triviale. 

Théorème 11 (Jones-Schmidt |.28j ). Soit Q un espace singulier ergodique. On 
a l'alternative suivante : 

- soit Q possède un quotient moyennable ergodique non trivial, 

- soit Q est fortement ergodique. 

Rappelons la définition suivante, qui s'adapte immédiatement aux espaces sin- 
guliers. 

Définition. Soit R, resp. R, une relation d'équivalence mesurée ergodique sur un 
espace de probabilité {X,n), resp. {X_,ij). On dit que R est un quotient de R s'il existe 
une application borélienne surjective non singulière p : X — > X te/ que p^^\R) = R, où 
= {p{x),p{y)). 

Nous renvoyons pour l'exposé des résultats connus concernant l'ergodicité forte, et 
notamment pour une démonstration du théorème de Jones-Schmidt, à l'article récent 
de G. Hjorth et A. Kechris |2Ût App. 1]. 



6. Concentration 

Ce paragraphe est essentiellement inspiré de l'observation suivante de Gromov, ex- 
traite de l22l. 
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"If X is foliated (i.e. partitioned) into the orbits of an amenable group G acting on 
X, then the resulting d on X is, essentially, never concentrated. But if G has property 
T, then it is concentrated. " 

Soit un espace métrique- mesuré (X, d, /i) au sens de Gromov [22] , oii l'on permet 
que c?(x, y) = oo. Plus précisément X est un espace borélien standard, est une mesure 
de probabilité sans atome sur X, et d est une application borélienne satisfaisant aux ax- 
iomes traditionnels d'une distance, excepté que ses valeurs parcourent [0, oo]. De plus, 
on suppose que, si R = Rd <Z X x X désigne la relation d'équivalence borélienne des 
couples (x, y) de points à distance finie, la mesure fj, est quasi-invariante relativement 
à R. 

Exemple. Considérons un feuilletage lisse sur une variété compacte. La donnée d'un 
champ mesurable de métriques sur chaque feuille détermine un espace métrique-mesuré, 
oii on pose 

dix, y) = de{x,y) 

si X, y sont sur une même feuille £ et d{x, y) = oo sinon. Notons que la probabilité 
pour la classe de Lebesgue que deux points soient à distance finie est nulle. Ici R est 
la relation d'équivalence sous-jacente au groupoïde d'holonomie (partition en feuilles). 

Exemple. Soit R une relation d'équivalence mesurée. Un graphage K de R définit 
naturellement une métrique dx sur les orbites (distance simpliciale) . 

Etant donnés deux parties boréliennes A, B G X on note 

d{A,B) = inf^inf c/(x,ï/) 

x£A y&B 

on le symbole « inf^ » désigne l'infimum essentiel relativement à (et le symbole « inf » 
l'infimum usuel). 

Définition ([22j). On dit que {X,d,ii) est concentré s'il existe une fonction c : 
]0, 1]^ — > R_|., telle que pour tous boréliens non négligeables A,B G X , on a 

rf(A,5)^c(/i(A),/i(5)). 

On vérifie facilement que cette définition est équivalente la suivante : pour tout 
5 > il existe une constante rs telle que pour tous boréliens A, B C X , on a 

fi{A),fi{B)^ô^d{A,B)^rs. 

Notons que la fonction c{ô, ô') = snp{d{A, B) \ fi{A) = ô, fi{B) = ô'} est décroissante 
à 6 fixé. 
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Remarque. La définition qualitative donnée ci-dessus est insuffisante pour obtenir, 
comme dans la situation classique, des résultats sur la concentration des fonctions 
l-lipschitziennes (voir aussi |37| thm. 4]). 

Observons que les espaces métriques-mesurés concentrés sont en particulier er- 
godiques, au sens oii R est ergodique relativement à fi ou, de façon équivalente, au 
sens suivant. 

Définition. Soit {X, d, fi) un espace métrique-mesuré au sens ci-dessus. On dit que 
d est ergodique (relativement à fi) si pour toutes parties boréliennes A,B G X non 
négligeables, on a d{A,B) < oo. 

Théorème 12. Soit {X,fi) un espace borélien standard et $ une famille finie d'i- 
somorphismes partiels (préservant la classe de fi et) induisant une métrique ergodique 
sur X. Alors X est concentré si et seulement s'il ne contient pas de boréliens 
asymptotiquement invariants non triviaux sous l'action du pseudo-groupe T = ($). 

Démonstration. Soit {An) une suite asymptotiquement invariante telle que 

ô ^ fi{An) ^l-ô. 

Supposons en raisonnant par l'absurde que l'espace X soit concentré et considérons 
un entier r = rs/2 telle que si fi{A), fi{B) ^ 5/2 alors d{A,B) ^ r. Soit F = 
{m^, m^, . . . , m'^} la famille finie des $-mots de longueur ^ r. Notons i?„ = X\An 
et fixons un mot m* G F, de domaine -D*. Soit {D^ la suite de boréliens définis par 
Z^Jj = {x G -D* n A„| m*(x) G Bn}. Par définition de An on a 

fiim\An n D-')\An) ^ 0, 

i.e., fi{rrt{DlO) — ^ 0, et il existe un entier Ni suffisament grand pour que pour n ^ Ni, 

i?r = Bn\m\D^^) 

soit de mesure ^ S — ^f. Choisissons = maXjA^j et considérons le borélien Cn = 
HiB^', de mesure ^5/2. On a 

fi{m{AN nD)n Cn) = 

pour tout mot m G F de domaine D. En d'autres termes d^A^, Cn) > r, contrairement 
à l'hypothèse. 

Réciproquement supposons que X ne soit pas concentré et construisons une suite 
asymptotiquement invariante. Soit (An), (Bn) deux suites de boréliens de taille ^ ô 
tels que 

d{An,Bn) 



29 



Ainsi la « boule » de centre An et de rayon n est disjointe de Bn ; on supposera que S„ 
coïncide avec le complémentaire de cette boule. Construisons une suite de fonctions 

de la façon suivante. Sur An (resp. Bn), on pose 7r„ = 1 (resp. 0). Sur la sphère de 
centre An et de rayon i = 1 . . .n, on pose 7r„ = 1 — Soit m un <ï>-mot de domaine 
D et de longueur l. Il est clair que pour presque tout x & D on a 

|7r„(m(a;)) -7r„(a;)| ^ -. 

n 

Plus généralement pour tout automorphisme partiel ip G [[R]] tel que 

\ip\ = / d{(p'~^x,x)diÀ{x) < oo 
Jd' 

où D' est l'image de (p, on a 

||(7r„ o 99-1 - 7r„)|£,'||i = / \nn{^''^x) ~ 7ïn{x)\dij{x) 

Jd' 

Jd' ^ 

Notons A^ — {tTu ^ a}. On a pour tout x G D', 

n ^ 

iTTni^-'x) - n„{x)\ = J2 -X^(Ai-'/nnD)A{Ai-'/-nD')('')^ 
011 D est le domaine de ip. Donc 

\\{nnO^-'-7Tn)\D'\\i= [ ii{^{A';: H D)A{A'^ H D'))da. 

Il en résulte, quitte à extraire une sous-suite, que 

^{^{AZnD)\A'^)^0 

pour presque tout a. 

Par définition \(p\ = ^{D') pour tout isomorphisme partiel 93 G $ d'image D' . 
Comme $ est de cardinal fini, on obtient ainsi par extractions successives une sous- 
suite {Am) de {An) telle que //(</?(A^ n D)\A'^ — > pour tout </? G $ et presque tout 
a. Comme il suffit de vérifier l'invariance asymptotique sur un système générateur de 
R, presque toute suite (A^) est asymptotiquement invariante sous l'action de F = ($). 
De plus, elles sont non triviales pour a > 0, et le théorème en résulte. ■ 

Remarque. Le théorème précédent est clairement faux lorsque la métrique d$ n'est 
pas de type fini (on peut alors choisir pour $ une partition de R en isomorphismes 
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partiels). Dans ce cas, il est facile d'adapter la démonstration ci-dessus pour établir 
le résultat suivant. Étant donnée une famille dénombrable $ d'isomorphismes partiels 
de X préservant la classe de la mesure fi, l'action sur X du pseudo-groupe engendré 
par $ contient une suite asymptotiquement invariante non triviale si et seulement si 
pour toute métrique de type fini d ^ di^, l'espace métrique-mesuré {X,ii,d) n'est pas 
concentré. 

Soit R une relation d'équivalence mesurée de type fini. On dit que R est concentrée 
si pour tout graphage fini ^ de R l'espace métrique-mesuré (X, est concentré. 

Notons que si R n'est pas concentré, alors aucun des espaces (X, (i$,yu) associé à un 
graphage fini $ ne l'est ; la propriété de concentration est ainsi indépendante de la 
métrique (de type fini) choisie sur l'espace ambiant. On dit qu'un espace singulier 
ergodique de type fini est concentré si toute désingularisation discrète l'est. 

Théorème 13. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Alors Q est forte- 
ment ergodique si et seulement s'il est concentré. 

Rappelons que d'après le résultat de Schmidt-Connes-Weiss (cf. [SI [12]), un groupe 
dénombrable possède la propriété T de Kazhdan si et seulement si toutes ses actions 
ergodiques de type IIi sont fortement ergodiques. 

Corollaire 14. Soit T un groupe de type fini. Alors T possède la propriété T de 
Kazhdan si et seulement si toutes ses actions ergodiques de type lli sont concentrées. 

Nous renvoyons le lecteur à pour un éventail d'idées sur la concentration. On 
dit classiquement qu'un espace concentré est, en général, un espace « de grande dimen- 
sion ». On retrouve dans le contexte quasi-périodique ce type phénomène. Par exemple, 
les shifts de Bernouilli (non moyennables) , i.e. {0, 1}^ oii F agit par translation, sont 
concentrés (cf. [EZl ESI EE!). 



7. Inégalités isopérimétriques 

Soit R une relation d'équivalence mesurée de type fini sur un espace de probabilité 
(X, /i). Soit K un graphage u.l.f. de R. 

Définition. On dit que K possède des suites de F0lner évanescentes (vanish- 
ing F0lner séquences) relativement à fi s'il existe une suite {An) de boréliens non 
négligeables de X et une suite (£„) de nombres réels convergeant vers telles que 

fl{An) -> et fliOxAn) ^ EnfliAn). 

Remarque. L'existence de telles suites de F0lner est une propriété de K et non de R ; 
le résultat principal de ce paragraphe caractérise les relations d'équivalence dont tout 
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graphage contient des suites de F0lner évanescentes, dans l'esprit de [TUl page 443] 
(cf. également (SOI)- Notons que dans la définition précédente les composantes con- 
nexes de An (relativement à la structure simpliciale) n'ont pas de raison d'être finies 
(c'est là une différence essentielle avec les suites de F0lner de [ID])- La notion de suites 
de F0lner évanescentes est une reformulation géométrique de la notion dynamique de 
I-suites considérée dans j^Hl 112 HO] , lorsque /i est une mesure de probabilité invariante. 

Exemple. Soit R une relation d'équivalence de type IIi. Soit A (Z X un borélien de 
mesure 1/4. Considérons un graphage borné Ka de R\a, une partition infinie A\, A\, . . . 
de A et une partition 

de X\A de sorte que /i(v4j) = ii{Al) et que rii -^^ oo. En choisissant des isomorphismes 
partiels — > A^"*"^, il est facile de compléter Ka en un graphage borné K de R. Ce 
graphage contient des suites de F0lner évanescentes. X peut cependant être fortement 
ergodique, si par exemple R possède la propriété T de Kazhdan. 

Exemple. Schmidt jl2| a construit un arbre quasi-périodique de type IIi et de valence 
6, à la fois concentré et contenant des suites de F0lner au sens ci-dessus. Nous avons vu 
dans l'exemple précédent que tout espace singulier possède un graphe quasi-périodique 
contenant des suites de F0lner. Hjorth et Kechris ont montré que pour tout espace 
singulier obtenu par action mélangeante de type IIi du groupe libre à deux générateurs, 
on peut construire un arbre quasi-périodique de valence 4 contenant des suites de 
F0lner. Rappelons que le groupe libre à deux générateurs permet de définir une infinité 
non dénombrable de notions de quasi-périodicité distinctes, en vertu d'un théorème 
récent de Gaboriau-Popa [H]. 

Théorème 15. Soit R une relation d'équivalence ergodique de type fini préservant 
une mesure de probabilité fi. Alors R possède un quotient moyennable si et seulement 
si chacun de ses graphages u.l.f. contient des suites de F0lner évanescentes. 

Démonstration. D'après le théorème de Jones-Schmidt, nous devons montrer qu'une 
relation d'équivalence IIi de type fini est fortement ergodique si et seulement si l'un de 
ses graphages u.l.f. ne contient pas de suites de F0lner évanescentes. 

Soit R une relation d'équivalence IIi de type fini. Supposons que tout graphage u.l.f. 
de R contient des suites de F0lner évanescentes et construisons une suite asymptotique- 
ment invariante non triviale. Soit K un graphage u.l.f. de iî et e > 0. On considère 
l'ensemble £ des boréliens A de X tels que 

^i{dKA) ^ efi{A) 

et 

fi{A) ^ c. 
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où c e]0, 1[ est fixé. Étant donnés A et B dans £ on pose 

A^B si AcB et n{dKA'\A) ^ en{A'), 

où A' = B\A et l'inclusion A G B a lieu à une partie négligeable près. Ceci définit un 
ordre partiel sur S. Soit S' un sous-ensemble totalement ordonné et An G S' une suite 
telle que sup„/i.(y4„) = sup^g^;, n{A). Posons Aoo = U„An et A'^ = Ai\Ai_i. Alors 

/J'iOxA^o) = lim ii{dKAn\Aoo) ^ £lim//(^„) = £//(Aoo), 

n n 

et, si A e £', on a 

pi{dKA'^\A) = lim//(a^<\Aoo) ^ £lim//«) = epi{A'J 

n 

OÙ A'^ = ^oo\^ et A'^ = An\A. Ainsi S est inductif. Soit A E S un élément maximal 
(lemme de Zorn). Supposons par l'absurde que 5 — c — n{A) > et notons K' — 

X\A X X\Ar]K. 

Complétons K' en un graphage u.l.f. K" de R\x\a, et choisir une famille finie d'i- 
somorphismes partiels ip^ : A —>■ X\A de R dont les domaines partitionnent A. Alors 

K = K" Ui (graph(/7j U graphe/?"^) 

est un graphage u.l.f. de R. 

Soit An C X une suite de F0lner évanescentes pour K. Posons A'^ — And X\A. 
Par définition de X on a /^(^^) > pour tout n suffisament grand. Soient 

Bl = {xe A„ n A\ if,{x) i < u dK"^n}. 

Bl = {x e A„ n A\ ^^[x) e dK-A'J, 

Bl = {xe A„nA| ifi{x) e a;,}. 

On a 

Par ailleurs i^' étant u.l.b. (rappelons que ii est invariante), il existe une constante 
C = CÇK) telle que 

^Ji{Bl:)^C^Ji{^^Bl), i,{Bl)^Ci,{dK"K), et i,{Bl)^Ci,{A'J. 

Par suite pour tout e' il existe n tel que 

+ i,{dK"A'J ^ e\ii{Bl) + /.(E^) + ^^Bl) + /.(A;)), 

donc 

(1 - e'C)^i{^K»A'n) ^ {e'C - l^dj^B^J + e'{l + C)/xK), 

et si e' vérifie 

e'C<l et ^i^^^s, 
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on obtient un entier n tel que que < /u(yl^) < 5 et 
Alors 

donc AkAILA'^. Enfin, 

donc A n G d'oii une contradiction. Ainsi on peut trouver une famille An G X 
de borélien tels que fJ,{An) = c et /i(9i^A„) ^ 1/n; il en résulte, en partionnant K en 
un nombre fini d'isomorphismes partiels, que R contient des suites asymptotiquement 
invariantes (de mesure c). 

Réciproquement supposons que R ne soit pas fortement ergodique et montrons que 
tout graphage u.l.f. K contient des suites de F0lner évanescentes. (Nous nous inspirons 
ici d'un argument classique, cf. |2S1 112 EDI IIH]-) Soit K un graphage u.l.f. de R. Pour 
tout nombre réel < 5 < 1 il existe un suite asymptotiquement invariante Al telle que 
f^{Al) = ô (cf. [28j). Soit n fixé et ô = 1/n. K étant u.l.f., on peut le partionner en 
une famille finie F d'isomorphismes partiels. Soit k = k{n) un entier suffisament grand 
pour que 

oii D^p est le domaine de ip. On pose A'^ = A^^^^y Alors 

et M^i^O^-MO- 



Remarque. Il existe des relations relativement simples entre concentration et inéga- 
lités isopérimétriques dans le cadre standard ^T]. Le résultat précédent est de nature 
différente, notamment en ce qu'il concerne seulement des inégalités isopérimétriques 
évanescentes. 

Énonçons dès maintenant le corollaire suivant (cf. 

Corollaire 16. Soit Q un espace singulier ergodique ayant la propriété T de Kazh- 
dan. Il existe un graphe Q-périodique u.l.f. ne contenant pas de suites de F0lner éva- 
nescentes. 

Démonstration. Ayant la propriété T, un tel espace est de type II, et admet, de plus, 
une désingularisation discrète IIi de type fini. Il existe alors un graphage u.l.f. de 
cette désingularisation ne contenant pas de suites de F0lner évanescentes, en vertu du 
théorème ci-dessus. ■ 
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Théorème 17. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Alors Q possède 
un quotient moyennable si et seulement si tout graphe Q-périodique u.l.f. contient des 
suites de F0lner évanescentes (relativement à une mesure de probabilité dont la classe 
est déterminée par Q). 

Démonstration. Le fait que tout graphage u.l.f. contient des suites de F0lner lorsque Q 
possède un quotient moyennable résulte sans changement de la démonstration ci-dessus. 
Ainsi, il reste seulement à montrer que, lorsque Q est de type III et tel que tout graphe 
Q-périodique symétrique u.l.f. contienne des suites de F0lner évanescentes, il existe une 
désingularisation discrète de Q admettant des suites asymptotiquement invariantes non 
triviales. Considérons un graphage u.l.f. K d'une désingularisation discrète R de Q. Soit 
e > 0. Reprenons la démonstration du théorème précédent. Notons S l'ensemble des 
boréliens A de X tels que 

IxiÔKA) ^ EfiiA) 

et 

oii c g]0,1[. Avec la même relation d'ordre S est inductif. Soit A & S nn élément 
maximal. Supposons que ô = c — fi{A) > et notons K' = X\A x X\A H K. On 
peut compléter K' en un graphage u.l.f. K de R\x\a- Soit A'^ C X une suite de F0lner 
évanescentes pour K (relativement à la mesure fi/ fi{X\A)). Soit un entier n tel que 
que < n{A'^) < ô et 

fi{dK'K)^fiidj^A'J^eiiiA'J. 

Alors 

donc A < AJIA'^ G S, d'oii une contradiction. Ainsi on peut trouver une famille An G X 
de borélien tels que = c et ^ 1/n; il en résulte, en partitionnant K en 

un nombre fini d'isomorphismes partiels, que R contient des suites asymptotiquement 
invariantes. ■ 

Variation. Une démonstration similaire établit, dans l'esprit de ^0], qu'une relation 
d'équivalence ergodique R possède un quotient moyennable si et seulement si chacun 
de ses sous-graphes symétriques u.l.b. (i.e. dont les dérivées de Radon-Nikodym sont 
bornées mais qui n'engendrent pas nécéssairement R) possède des suites de F0lner 
évanescentes. 
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